V Ý R A Z Y

Výrazy – sú zápisy čísel  a premenných, pri ktorých sú použité znaky                   matematických úkonov a zátvoriek.

Napr.:  súčet:          2 + 0,7;   x +y;    4 + a + b;   .....

            rozdiel:       8 – 2,7;    z – 5;   b – a;    ........

            súčin:          5 . 4,3;     2 . c;    y . c. 3,06; ......

            podiel:        11 : 2,2;    5 : b;   2/7;  a/b; ......

            mocnina:     23 ;  b4 ;  (-0,4)3 ; ......

Umocňovanie a odmocňovanie má prednosť pred násobením a delením,

Násobenie a delenie má prednosť pred sčítaním a odčítaním.

Ak sú vo výraze zátvorky, vypočítame najprv obsah zátvoriek.

Sčítanie záporných a kladných čísel:

 Pravidlá:

· Pri sčítaní záporných čísel je výsledok záporné číslo:  -2 + (-0,7) = -2,7
· Pri sčítaní kladného a záporného čísla bude mať výsledok znamienko čísla, ktoré má väčšiu absolútnu hodnotu:  - 2,4 + 5,7 = 3,3;     2,4 + (-5,7) = -3,3
· Súčet dvoch opačných čísel sa rovná 0:    (+5,33) + (-5,33) = 0
Odčítanie  záporných čísel:
Pravidlá:
        -   Keď je pred zátvorkou - , potom po odstránení zátvorky sa menia všetky        
             znamienka v tejto zátvorke na opačné :

Napr.:  0,7 – ( 0,4) – ( 2 + 7) = 0,7 – 0,4 – 9 =  - 8,7

Sčítanie a odčítanie  ostatných výrazov:          

Pravidlá:

        -  Keď je pred zátvorkou  + , zátvorku vynecháme, znamienka v zátvorke sa 
           nemenia

        -   Keď je pred zátvorkou  - , zátvorku vynecháme, znamienka v zátvorke sa 

            zmenia na opačné

Napr.:  (b – 5) + (b + 2) = b – 5 + b + 2 = 2b – 3

            (3x – 4) – (2x – 5) = 3x – 4 – 2x + 5 = x + 1

Násobenie kladných a záporných čísel:

Pravidlá: 
         - Výsledné znamienka pri násobení: ( + ) . ( + ) = ( + ) ;   ( - ) . ( - ) = ( + )

                                                                        ( + ) . ( - ) = ( - ) ;     ( - ) . ( + ) = ( - )

          - Počet desatinných miest súčinu čísel sa rovná celkovemú počtu desatinných              

             miest všetkých činiteľov

Napr.:   0,7 . (- 0,2 ) =  - 0,14 ;   (-0,3 ) . ( -10 ) . 0,4 = + 12, 0

Násobenie ostatných výrazov:
Platí distributívny zákon : 3x .( 5 + x) = 15x + x2 ;  4 . (m-3) = 4m -12      

 Delenie  kladných a záporných čísel:
Pravidlá: 
         - Výsledné znamienka pri delení:   ( + ) . ( + ) = ( + ) ;   ( - ) . ( - ) = ( + )

                                                                    ( + ) . ( - ) = ( - ) ;     ( - ) . ( + ) = ( - )

         - Pri delení desatinných čísel  najprv odstránime desatinné čísla vynásobením

            delenca i deliteľa číslom 10n , kde n je počet desatinných miest deliteľa

Napr.:   -12,1 : ( - 0, 11) =     / .100

              -1210 : ( -11 ) = + 110

Delenie ostatných výrazov:
Pravidlá: 
· Výraz v zátvorke delíme jednočlenom tak, že každý jeho člen vydelíme 

Napr.:   ( 6x2 + 16xy – 10x ) : 2x = 3xy +8y - 5
Zlomky :
O delení dvoch prirodzených čísel vieme, že napríklad podiel čísel 6 a 4 zapíšeme 6:4. Inú formu zápisu delenia predstavuje zlomok. 

Potom podiel 2:3 zapíšeme 
Pri delení sme hovorili o rozdelení celku na časti. Podobne si môžeme priblížiť i zlomky. Menovateľ predstavuje počet všetkých častí, na ktoré je rozdelený jeden celok. Čitateľ predstavuje množstvo častí, ktoré “zoberieme“ z celku. 

Tortu rozdelíme na 8 častí, z ktorých 3 časti zjedol Janko. 
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Hovoríme, že Janko zjedol tri osminy torty. Zapíšeme [image: image2.png]


. 

Už vieme zlomok zapísať, ale vieme čísla v tomto tvare zapísané aj správne prečítať? 
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- jedna polovina (ďalej dve, tri, štyri poloviny; päť, šesť, ... polovín) 

Podobne čítame i tretiny, štvrtiny, pätiny, ..., devätnástiny, dvadsatiny, tridsatiny, ..., stotiny, dvestotiny, ... 

Problém by mohol nastať pri čítaní zlomku [image: image4.png]


. Priznám sa, vždy som takéto zlomky čítal ako tri päťdesiatosminy, ale na jednom metodickom združení učiteľov som sa dozvedel, že správne by som mal tento zlomok prečítať: tri osem a päťdesiatiny. Priznám sa opäť, stále mi to akosi nešlo na jazyk. 

Preto veľmi často používam tri lomeno päťdesiatosem. Je to správne a jasné. 

Vedeli ste, že každé prirodzené číslo vieme zapísať v tvare zlomku? 

Pýtate sa ako? 

Menovateľ položíme rovný 1. Takže 5 = 5 / 1, 7 =  7/1, ... 

Zlomky, ktorých menovateľ je 10, 100, 1000, 10000, ... nazývame desatinné zlomky a zapisujeme ich zvyčajne v desatinnom tvare – 0,1; 0,01; 0,001 .... 

Ak prirodzené číslo v čitateli je väčšie ako prirodzené číslo v menovateli, tak hodnota zlomku je väčšia ako 1 –  9/7;  25/5 ....... 

Ak prirodzené číslo v čitateli je rovnaké ako prirodzené číslo v menovateli, tak hodnota zlomku je rovná 1 – 12/12;  121/121 ..... 

Ak prirodzené číslo v čitateli je menšie ako prirodzené číslo v menovateli, tak hodnota zlomku je menšia ako 1 – 3/4; 22/25 ..... 

Rozširovanie a krátenie zlomkov, úprava zlomkov na základný tvar.

Pri vysvetľovaní delenia dvoch prirodzených čísel sme sa dozvedeli, že výsledok – podiel sa nezmení, ak delenca i deliteľa vynásobíme tým istým číslom rôznym od nuly. 

Teda 4:5 = 8:10 = 40:50 = ... 

Keďže zlomok je „len“ iný zápis delenia, tak to isté platí i pri zlomkoch. Hovoríme o tzv. rozširovaní zlomku. 

Teda [image: image5.png]


, takže takýmto rozširovaním by sme získali „nekonečne veľa“ zlomkov s rovnakou hodnotou. 
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Príklad 1: 

Rozšírte dané zlomky číslom uvedeným v zátvorke: 

a) [image: image7.png]~J | Lo



... (3) 

b) [image: image8.png]N | O



... (7) 

c) [image: image9.png]


... (5) 

Riešenie: 

a) [image: image10.png]



b) [image: image11.png]



c) [image: image12.png]



Pýtate sa na použitie rozširovania zlomkov? 

Rozširovanie zlomkov môžeme použiť napr. pre rýchlejšie určenie hodnoty zlomku (nemusíme krvopotne deliť čitateľa menovateľom, ale stačí vhodne zlomok rozšíriť). 

Napr. [image: image13.png]250



rozšírime číslom 4, dostaneme tak zlomok 920/1000 a dostaneme desatinný zlomok, ktorý vieme zapísať v tvare desatinného čísla 0,92. 

Ďalším príkladom môže byť uľahčenie riešenia príkladov typu: 

Koľko minút je [image: image14.png]


hodiny? 

Vieme, že 1 hodina = 60 minút, čiže celok potrebujeme rozdeliť na 60 častí. Z toho vyplýva, že menovateľ potrebujeme rozšíriť na 60 a čitateľ bude predstavovať počet častí, ktoré sme zobrali, čiže počet minút. 
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, čiže [image: image16.png]


hodiny je 28 minút. Samozrejme, keď vieme, čo robiť, ide nám to rýchlejšie. 

Tak ako môžeme násobiť čitateľa i menovateľa zlomku tým istým číslom a hodnota sa nezmení, platí to i opačne. Hodnota zlomku sa nezmení, ak čitateľa i menovateľa vydelíme tým istým číslom rôznym od nuly. 

Hovoríme o krátení zlomku. 

Krátenie zlomkov má zmysel najmä v zjednodušení daného zlomku pri zachovaní jeho hodnoty. Význam krátenia zlomkov oceníme najmä pri úpravách výrazov, riešení rovníc a pod. 

Pozrime sa napr. na zlomok [image: image17.png]


. Jedným zo spoločných deliteľov čísel 120 a 150 (bližšie pozrite Znaky deliteľnosti a Určenie všetkých deliteľov prirodzeného čísla, najväčší spoločný deliteľ) je číslo 5. Vydeľme teda čitateľa i menovateľa číslom 5. 
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Získali sme zlomok [image: image19.png]


. Tento zlomok by sme mohli samozrejme krátiť ďalej. Veď sa pozrite: 
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A čo so zlomkom [image: image21.png]


? Je možné tento zlomok krátiť ďalej? Nie. Lebo čísla 4 a 5 sú nesúdeliteľné, čiže nemajú spoločného deliteľa. V takomto prípade hovoríme, že sme zlomok upravili na základný tvar. 

Porovnávanie zlomkov

Porovnávať čísla pravdepodobne všetci viete. Prejdime si teda jednotlivé prípady, ktoré môžu nastať. 

Porovnávame zlomky, ktoré majú rovnaký menovateľ: 

Z dvoch zlomkov, ktoré majú rovnakého menovateľa je väčší ten, ktorého čitateľ je väčší. 
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 lebo 12 < 13 
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 lebo 2 > 1 

Začiatok formulára

Porovnávame zlomky, ktoré majú rovnaký čitateľ: 

Z dvoch zlomkov, ktoré majú rovnakého čitateľa je väčší ten, ktorého menovateľ je menší. 
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 lebo 13 < 18 
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 lebo 9 > 3 

Začiatok formulára

Porovnávame zlomky, ktoré majú rôzny čitateľ i menovateľ: 

V takomto prípade musíme oba zlomky najskôr pomocou rozšírenia alebo krátenia previesť na tvar s rovnakým menovateľom (alebo čitateľom) a následne porovnať podľa vyššie uvedených pravidiel. 

Vhodné je oba zlomky upraviť na tvar s takým menovateľom, ktorý je najmenším spoločným násobkom pôvodných menovateľov .
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Vieme, že 15 = 5 · 3; 12 = 2 · 2 · 3 , čiže najmenším spoločným násobkom týchto čísel bude číslo 5·2·2·3 = 60. Obidva zlomky teda rozšírime na tvar s menovateľom 60. 
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dostaneme tak zlomky [image: image34.png]


a [image: image35.png]


, ktoré porovnáme. 
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, lebo 44 > 25. Preto [image: image38.png]
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. 

PERCENTÁ  % 
S percentami ste sa už stretli na základnej škole, odkiaľ by ste si mali pamätať definície a výpočty percent. Aj napriek tomu si ich zadefinujeme.
DEF: Percento je stotina z celku. Je to spôsob ako vyjadriť časť celku (čiže zlomok) pomocou celého čísla. Označenie: % 
Zápis napr. „45 %“ (45 percent) je v skutočnosti iba skratka pre zlomok 45/100, tzn. desatinné číslo 0,45. Názov pochádza z per cento, znamenajúceho (pripadajúci) na sto. 
Pojmy v percentovom počte: 

Základ - hodnota zodpovedajúca 100%
Počet percent - napr. 25%
Percentová časť - hodnota zodpovedajúca počtu
Pr. Vypočítaj 5% z 350.
100% .......................350
5% ............................x 
1 % ...........  350 : 100 = 3,5
 5% ............  5. 3,5 = 17,5
x = 17,50

V bežnom živote sa s percentami veľmi často stretávame.  

1. V oblasti štatistiky- uvádzame percentuálne zastúpenie jednotlivých národnosti (náboženstiev) v rámci štátu, vyjadruje sa ekonomická aktivita obyvateľstva, ...
2. V oblasti chémie- koncentrácia roztokov
3. V potravinárstve – percentuálne zloženie potravinových výrobkov
4. V finančníctve – nárast/ pokles cien, nárast/pokles štátneho rozpočtu, úroky v bankách....
5. V obchodoch – zdraženie/zlacnenie tovaru, DPH výrobkov, .....
6. stúpanie alebo klesanie cesty
Najväčším problémom obyvateľstva býva používanie percent v obchodoch - pri zdražovaní a zlacňovaní tovarov. 
 
Prvý problém si ukážeme na príklade. 

Príklad: 
Pôvodná cena výrobku bola 2,55 eur, a cena po zlacnení je 1,99 eur. Zistite: 

1. Koľko % z pôvodnej ceny je cena po zlacnení?
2. Koľko % z novej ceny je pôvodná cena výrobku?
3. O koľko % výrobok zlacnel?
4. O koľko % je pôvodná cena vyššia ako cena po zlacnení? 

Riešenie: 
1. túto časť úlohy vieme vcelku rýchlo vypočítať jednoducho. Je potrebné si uvedomiť čo je celok, teda 100%, a to je počiatočná cena výrobku.  

100% ........................2,55                                       
x %.............................1,99   
1% ..........................2,55 : 100 = 0,0255

x% .........................  1,99 : 0,0255 = 78,04                                          
 x = 78,04 % z pôvodnej ceny 

2. v tomto prípade bude niečo iné 100%, Bude to nová cena, teda : 

100% ........................1,99                                         
 x %.............................2,55                                                
1% .........................1,99 : 100 = 0,0199
 x% .........................2,55 : 0,0199 = 128,14 

  x = 128,14 % z novej ceny  

 

3. Po vypočítaní týchto dvoch príkladoch môžeme vidieť, že v prvom prípade výrobok zlacnel približne o 22% (100% - 78,04% = 21,98%)
4. V druhom prípade vidíme o o koľko bola staršia cena vyššia ako nová- o 28,14% (128,14% - 100% = 28,14%) .  

Možno by ste uvažovali, že percentá v oboch smeroch by mali byť rovnaké, ale treba brať do úvahy, že v oboch prípadoch vychádzame z iného základu, teda i výsledné percentá musia byť iné. 
Prvé počítame % z pôvodnej ceny (0,56 eur je približne 22% z ceny 2,55 eur)
Druhé počítame % z novej ceny (0,56 eur je približne 28,14% z ceny 1,99 eur). 

Druhý problém spočíva vo viacnásobnom zdražovaní či zlacňovaní tovarov. 

Príklad :

 V obchode stojí kniha 5,60eur. V auguste kniha zlacnie o 10% a v decembri následne zlacnie o 10%. Vypočítaj novú cenu knihy v decembri.
Riešenie: problém môže nastať, ak budeme rozmýšľať tak, že keďže kniha zlacnie raz o 10% a potom ešte raz o 10%, tak vlastne zlacnie o 20%. Ukážeme si, že takéto rozmýšľanie je chybné, pretože, ako v predchádzajúcom príklade, i tu kniha zlacnie dvakrát a teda máme dvakrát iný základ.
Chybné riešenie:                                                 Správne riešenie 

100% ....................5,60 eur                                100% ........................5,60 eur
80% ................... x eur                                 90%.........................y. – 1. zlacnenie
1%..................5,60 : 100 = 0,056                 1% .................... 5,60 : 100 = 0,056

 80% ..............80 . 0,056 = 4,48                     90% ..................90 . 0,056 = 5,04
 4,48 eur = x                                                         5,04 eur = y
                                              100% .....................5,04 

                                                                           90%........................z -2.zlacnenie
                                                                    1%..................5,04 : 100 = 0,0504
                                                                    90%................90 . 0,0504 = 4,536
                                                                     4,536 eur = z -  výsledná cena
Na oboch decembrových cenách vidíme, že nie sú rovnaké, to nám dokazuje, že počítať musíme vždy postupne, keďže v auguste a v decembri sú rôzne ceny- základy. 
Tretí problém nastáva ak dochádza k zdraženiu a následne zlacneniu nejakého artiklu.  

Príklad:
 Plat pána Nováka je 550eur. Zamestnávateľ sa rozhodne že mu dvihne plat o 15% ale neskôr znižuje platy v celej firme o 15% Vypočítaj aký plat bude mať pán Novák.
Riešenie: dané zadanie môže zvádzať k tomu že plat pána Nováka po oboch úpravách bude pôvodný- 550eur. Veď plat bude dvihnutý o 15% a následne znížený o 15%- teda by sa to mohlo vynulovať. Ale ako v predchádzajúcich prípadoch i to by bol omyl. Príklad treba riešiť postupne, pretože základy budú vždy iné.
Správne riešenie teda je:
100%..............550 eur                              100%...........632,5 eur
115% ..............x1                                                                     85%............x2
5,50 . 115 =  x1                                                                6,32 . 85 =  x2 
632,5 eur = x1                                                                   537,625 eur = x2  

Ako vidíme výsledný plat pána Nováka naozaj nie je pôvodných 550eur ale 537,625 eur. 

Štvrtý problém - Počítanie s DPH
Na každej účtenke z obchodu nájdete tri položky:
Suma bez DPH + DPH- = suma s DPH
V SR sa DPH rovná 20%. 

Príklad:

 Mliečna čokoláda stojí v obchode 1,58b eur. Určite všetky položky na účtenke
Riešenie: 1,58 eur je suma s DPH. Teda v percentovom počte to je 120% a my máme počítať 100%. 

120%................................1,58 eur
100%..................................x eur
1%.....................................1,58 : 120 = 0,0132
100%.................................0,0132 . 100 = 1,32
x= 1,32 eur
Hodnota DPH je 20% čo vypočítame ako rozdiel sumy s DPH a sumy bez DPH. 

1,58 – 1,32 = 0,26 eur.
Na účtenke teda bude suma bez DPH je 1,32 eur, DPH je 0,26 eur a suma s DPH je 1,58 eur.

PROMILE  ‰,

DEF: Promile je jedna tisícina. Označuje sa pomocou značky ‰, ktorá vychádza zo symbolu pre percento (%) s ďalšou nulou na konci. Tri štylizované nuly v symbole promile označujú tri nuly v čísle 1000.

1. Výpočty cez jedno promile
Príklad 1:

 Vypočítaj jedno promile z 1452.
Riešenie:
1452 nazývame celok alebo základ
1 ‰ nazývame počet promile
x – vyjadrené množstvo promile – označované ako promilová časť
Výpočet:
x = 1452 : 1000 - delíme 1000, pretože celok má 1000 promile
x = 1,452
Odpoveď: Jedno promile z 1452 je 1,452
 

Príklad 2 :

 Vypočítaj 5 ‰ z 265
Riešenie:
Počítame tiež cez 1 ‰, preto najskôr vydelíme 1000, tak dostaneme hodnotu 1 ‰. Potom musíme vynásobiť 5, keďže chceme vedieť koľko je 5 ‰.
265 : 1000 = 0,265
0,265 . 5 = x
x = 1,325
Odpoveď: Päť promile z 265 je 1,325. 

 

Príklad 3. 

Vypočítaj koľko promile je 9,2075 z 368,3.
Riešenie:
Musíme si uvedomiť, čo ktoré číslo znamená:

368,3 je základ
9,2075 je promilová časť
x = ? počet promile
Postupujeme teda nasledovne:
- vypočítame 1 ‰........368,3 : 1000 = 0,3683
- vypočítame počet promile tak, že promilovú časť vydelíme hodnotou 1 ‰ .
9,2075 : 0,3683 = x .............    x = 25 ‰
Odpoveď:      9,2075 z 368,3 je 25 ‰.

Príklad 4: 

 Vypočítaj základ, z ktorého 835 ‰ je 323,145.
Riešenie:
Opäť si musíme uvedomiť, čo ktoré číslo znamená:
835 ‰ – počet promile
323,145 – promilová časť
x = ? – základ
- Najprv vypočítame 1 ‰ a to tak, že promilovú časť vydelíme počtom promile. 
1‰............. 323,145 : 835 = 0,387
- následne vypočítame základ, čiže 1000 ‰      x = 0,387 . 1000 = 387
Odpoveď:  Základ je 387.
Lineárna funkcia

Lineárna funkcia je funkcia daná rovnicou y = ax + b , kde a, b sú reálne čísla. 

Grafom lineárnej funkcie je priamka alebo jej časť. Na zostrojenie grafu lineárnej funkcie nám stačí poznať súradnice dvoch jej bodov. 

Príklad 1: 

Zostrojte graf funkcie   y = 2x-1. 

Riešenie: 

Vhodne si zvolíme x - ové súradnice dvoch bodov funkcie a dosadením do predpisu funkcie dopočítame y - ové súradnice týchto bodov. Teda výpočtom: 

ak x = -1; po dosadení y = 2. (-1) -1; y = -3
ak x =1;  y = 2. 1 -1;  y = 1;  čo môžeme zapísať  do tabuľky:
	x
	-1
	1

	y
	-3
	1


Tým sme získali súradnice dvoch bodov patriacich grafu danej lineárnej funkcie. Obrazy týchto bodov znázorníme v  súradnicovej sústave a následne spojením týchto bodov zakreslíme graf lineárnej funkcie, ktorým priamka, pretínajúca os x a taktiež os y. 

Definičným oborom tejto lineárnej funkcie sú všetky reálne čísla. ( D(f) = R ) 

Oborom hodnôt tejto lineárnej funkcie sú všetky reálne čísla. ( H(f) = R ) 

Priesečníky grafu so súradnicovými osami: 

Uvažujme lineárnu funkciu f z predošlého zadania, danú predpisom y = 2x - 1. 

a) Priesečník s osou x:

· všetky body ležiace na osi x majú y-ovú súradnicu nulovú, preto priesečník s osou x bude bod Px = [x; 0].

· dosadíme teda do predpisu lineárnej funkcie y-ovú súradnicu bodu Px:

·  konkrétne :       0 = 2x – 1;   1 = 2x;   x  = 0,5

·  všeobecne :      0 = ax + b;  -b = ax;   x = -b/a

· riešením jednoduchej rovnice sme získali x-ovú súradnicu priesečníka

· hľadaný priesečník s osou x-ovou je teda bod P[0,5;0].

· všimnime si: priesečník s osou x-ovou je bod Px[-b/a;0]
b) Priesečník s osou y

· všetky body ležiace na osi y majú x-ovú súradnicu nulovú, preto priesečník s osou y bude bod Py = [0; y].

· dosadíme teda do predpisu lineárnej funkcie x-ovú súradnicu bodu Py:

· konkrétne:     y = 2 .0 -1;   y = -1
· všeobecne:     y = a .0 +b;  y = b
· riešením jednoduchej rovnice sme získali y-ovú súradnicu priesečníka

· hľadaný priesečník s osou y-ovou je teda bod P[0;-1].

· všimnime si: priesečník s osou y-ovou je bod Py[0;b]
Špeciálne prípady lineárnej funkcie: 
1. Konštantná funkcia:

Ak v predpise lineárnej funkcie y = ax + b je a = 0, potom y = b. V tomto prípade hovoríme o tzv. konštatnej funkcii, ktorej grafom je priamka rovnobežná s osou x a prechádzajúca bodom [0; b]. 

[image: image40.png]



2. Priama úmernosť:

Ak v predpise lineárnej funkcie y = ax + b je b = 0, potom y = ax. V tomto prípade hovoríme o tzv. priamej úmernosti, ktorej grafom je priamka, ktorá vždy prechádza začiatkom súradnicového systému, teda bodom [0; 0]. 

[image: image41.png]



Vlastnosti lineárnej funkcie: 

· lineárna funkcia je rastúca práve vtedy, keď a > 0;

· lineárna funkcia je klesajúca práve vtedy, keď a < 0;

Príklad 2: 

Je daná lineárna funkcia f: y = ax + b. Určite lineárnu funkciu g, ktorej graf je súmerný s grafom funkcie y = ax + b podľa: 

a. osi x

b. osi y

c. začiatku súradnicovej sústavy

Riešenie: 

a) Ak má byť graf súmerný podľa osi x, tak 

· bude podobne ako graf funkcie y = ax + b prechádzať bodom Px[-b/a;0]

· ak graf funkcie f pretína y-ovú os v bode [0;b], potom graf funkcie g bude pretínať y-ovú os v bode [0;-b].

Teda funkcia g bude mať nasledovný predpis: y = -ax - b. 

[image: image42.png]



b) Ak má byť graf súmerný podľa osi y, tak 

· bude podobne ako graf funkcie y = ax + b prechádzať bodom Py[0;b]

· ak graf funkcie f pretína x-ovú os v bode [-b/a;0], potom graf funkcie g bude pretínať x-ovú os v bode [b/a;0].

Teda funkcia g bude mať nasledovný predpis: y = -ax + b. 

[image: image43.png]



c) Ak má byť graf súmerný podľa začiatku súradnicovej sústavy, tak 

· ak graf funkcie f pretína y-ovú os v bode [0;b], potom graf funkcie g bude pretínať y-ovú os v bode [0;-b]

· ak graf funkcie f pretína x-ovú os v bode [-b/a;0], potom graf funkcie g bude pretínať x-ovú os v bode [b/a;0]

Teda funkcia g bude mať nasledovný predpis: y=ax-b. 

[image: image44.png]y= 24
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Všimnime si:

Všeobecne platí: Ak sú dané dve funkcie f: y = rx + s a g: y = kx + q, potom sú: 

a. súmerné podľa osi x - ovej, ak   r = -k a zároveň s = -q, napr. f: y= 2x - 4 a g: y = -2x + 4; (obr. v príklade 2a)

b. súmerné podľa osi y - ovej, ak  r = -k a zároveň s = q, napr. f: y = 5x - 3 a g: y = -5x-3; (obr. v príklade 2b)

c. súmerné podľa začiatku súradnicovej sústavy (ich grafy sú rovnobežné), ak r = k a zároveň s = -q, napr. f: y = 2x - 4 a g: y= 2x + 4; (obr. v príklade 2c)

d. ich grafy sú rovnobežné rôzne, ak r = k a zároveň s ≠ q, napr. f: y= 2x - 4 a g: y = 2x + 1; (nasledovný obr.)
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Rovnice s jednou neznámou

Nech f a g sú lineárne funkcie, ktorých definičné obory D(f) a D(g) a obory hodnôt sú H(f) a H(g) sú podmnožinami množiny reálnych čísel. Potom výrokovu formu

f(x) = g(x), 

ktorá každému číslu x0   patriaci do D(f) ∩ D(g) priradí výrok f(x0) = g(x0), nazývame rovnica s jednou neznámou. 

Rovnica je teda výroková forma, preto obsahuje aspoň jednu neznámu, ale rovnosť je výrok. 

Napr. x2+2x=3x2-5x je rovnica, ale (-2)2+2(-2)=3(-2)2-5(-2) je rovnosť. 

Ak uvažujeme o rovnici tvaru 

f(x) = g(x), 

tak výrazu f(x) hovoríme ľavá strana rovnice 

a výrazu g(x) pravá strana rovnice. 

Často sa môžeme vo všeobecnosti stretnúť i so zápisom L(x) = P(x). 

Hodnoty neznámej xk, pre ktoré platí rovnosť L(xk)=P(xk) sa nazývajú korene (riešenia) rovnice. 

Oborom riešenia rovnice nazývame množinu M, v ktorej hľadáme korene rovnice. 

Definičným oborom rovnice nazývame podmnožinu množiny M, v ktorej sú definované obidva výrazy L(x), P(x) alebo prienik definičných oborov týchto výrazov. Označujeme ho D. 

Množinu všetkých koreňov (riešení) rovnice označujeme K. Niekedy sa stretnete aj s označením P. 

Príklad 1:

Riešte rovnicu 5x + 7 = 3 s neznámou x patriacou do  R ( množiny reálnych čísel ).

Riešenie:

5x  = 3-7;  5x = -4 
Obor riešenia M = R; definičný obor D = R; táto rovnica má v obore D práve jeden koreň x = -[image: image46.png]


 alebo zapíšeme K = {-[image: image47.png]


}.

Ak by sme uvažovali obor riešenia M = Z; definičný obor D = Z; táto rovnica by v definičnom obore D nemala riešenie. 



Príklad 2:

Riešte rovnicu x-1 = 2 s neznámou x patriacim do R.

Riešenie:
Obor riešenia M = R; definičný obor D = <1;∞); táto rovnica má v obore D práve jeden koreň x = 3 alebo zapíšeme K = {3}.

Lineárne rovnice, riešenie lineárnych rovníc 

Lineárnou rovnicou s neznámou x nazývame každú rovnicu tvaru ax + b = 0, kde a, b sú reálne čísla a a ≠ 0. 

Pri riešení môžu nastať 3 prípady: 

· ak a ≠ 0, potom ax = -b a rovnica má práve jeden koreň x = -b/a;

· ak a = b = 0, po úprave dostaneme 0 = 0 a to je pravdivý výrok (rovnosť), takže pôvodná rovnica má nekonečne veľa riešení resp. koreňom tejto rovnice je každé reálne číslo;

· ak a = 0, b ≠ 0, po úprave dostaneme 0 = -b, a keďže b ≠ 0, tak sme dostali nepravdivú rovnosť - pôvodná rovnica nemá žiadne riešenie.

Príklad 1:

Riešte rovnicu [image: image48.png]


s neznámou x patriacou do R. 

Riešenie: 
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Teda množina riešení danej rovnice je P = {-2}. 

Môžeme si po krokoch povedať, ako sme postupovali: 

· najskôr odstránime zátvorky - v našom prípade vynásobením;

· nezabudnite, že násobíme každý člen výrazu v zátvorke;

napr. 2 · (3x - 7) - 5 = 6x - 14 - 5, teda násobím len výraz v zátvorke; 
je to akoby sme prečítali „dva krát zátvorka mínus päť“

ale 2 · (3x - 7 - 5) = 6x - 14 - 10 = 6x - 24, násobíme aj číslo -5, lebo sa nachádza v zátvorke 
· odstránime zlomky (alebo zjednodušíme ľavú a pravú stranu rovnice a zlomky odstránime neskôr - ako v predchádzajúcom príklade);

zlomky odstránime tak, že ľavú aj pravú stranu rovnice násobíme najmenším spoločným násobkom všetkých menovateľov (pozrite: hľadanie najmenšieho spoločného násobku dvoch čísel) 
· zjednodušíme obe strany rovnice a následne presunieme jednočleny s neznámou na jednu stranu rovnice ( vyberiem si ľavú alebo pravú ) a čísla na druhú stranu

· opäť zjednodušíme a následne celú rovnicu delíme koeficientom pred neznámou, v našom prípade to bolo číslo -6;

· skúšku správnosti prevedieme dosadením výsledku do zadania

· ak sa Ľ = P, tak zapíšeme riešenie v tvare napr. K={-2} resp. P={-2}.

A teraz ešte niekoľko riešených príkladov

Ak sa vám prvý príklad zdal náročný, tak nasledovné začnú od najjednoduchších. 

Príklad 2:

Riešte rovnicu 5x - 3 = 7 

Riešenie: 

	5x - 3 = 
	7
	/+3

	5x = 
	10
	/ :5

	x = 
	2
	


Skúška správnosti: 

Ľ = 5 · 2 - 3 = 10 - 3 = 7
P = 7
Ľ = P 

Teda množina riešení danej rovnice je P = {2}. 



Príklad 3:

Riešte rovnicu 2x - 7 = 5x + 9 

Riešenie: 

	2x - 7 = 
	5x + 9
	/ -5x +7

	2x - 5x = 
	9 + 7
	

	-3x = 
	16
	/ :(-3)

	x = 
	- [image: image50.png]



	


Skúška: 

Ľ = 2 · (- [image: image51.png]


) - 7 = - [image: image52.png]


- 7 = - [image: image53.png]



P = 5 · (- [image: image54.png]


) + 9 = - [image: image55.png]


+ 9 = - [image: image56.png]



Ľ = P 

Teda množina riešení danej rovnice je P = {- [image: image57.png]


}. 



Príklad 4:

Riešte rovnicu: [image: image58.png]N | O



a - 7 = - [image: image59.png]


+ 3a 

Riešenie: 

	[image: image60.png]N | O



a - 7 = 
	- [image: image61.png]


+ 3a
	/ · 10

	25a - 70 = 
	-16 + 30a
	/ -30a + 70

	-5a = 
	54
	/ :(-5)

	a = 
	- [image: image62.png]



	


Skúška: 

Ľ = [image: image63.png]N | O



· (- [image: image64.png]


) - 7 = -27 - 7 = - 34
P = - [image: image65.png]


+ 3 · - [image: image66.png]


= - [image: image67.png]


- [image: image68.png]162



= - [image: image69.png]170



= -34
Ľ = P 

Teda množina riešení danej rovnice je P = {- [image: image70.png]


}. 

Príklad 5:

Riešte rovnicu [image: image71.png]| 3



· (6x - [image: image72.png]|



) = 3 - ( [image: image73.png]| 3



x + 2) 

Riešenie: 

	[image: image74.png]| 3



· (6x - [image: image75.png]|



) = 
	3 - ( [image: image76.png]| 3



x + 2)
	

	4x - [image: image77.png]


= 
	3 - [image: image78.png]| 3



x - 2
	/ · 3

	12x - 1 = 
	9 - 2x - 6
	

	12x - 1 = 
	3 - 2x
	/ +2x +1

	14x = 
	4
	/ :14

	x = 
	[image: image79.png]


= [image: image80.png]



	


Skúška: 

Ľ = [image: image81.png]| 3



· (6 · [image: image82.png]


- [image: image83.png]|



) = [image: image84.png]


- [image: image85.png]


= [image: image86.png]3.8-17
21



= [image: image87.png]21




P = 3 - [image: image88.png]| 3



· [image: image89.png]


- 2 = 1 - [image: image90.png]


= [image: image91.png]1.21-4
21




= [image: image92.png]21




Ľ = P 

Teda množina riešení danej rovnice je P = { [image: image93.png]


}. 

Grafické riešenie lineárnej rovnice:

Grafické riešenie spočíva v tom, že si pomocou ekvivalentných úprav upravíme rovnicu na tvar f1(x)=f2(x) alebo na tvar f(x)=0. 

V prvom prípade zostrojíme grafy funkcií f1, f2, kde x-ové súradnice priesečníkov grafov predstavujú približné riešenie danej rovnice závislé od presnosti rysovania. 

V druhom prípade zostrojíme graf funkcie f(x) a približným riešením danej rovnice budú priesečníky s osou x. 

V prípade lineárnej funkcie je samozrejme jednoduchšie využiť algebraické riešenie. 

Sústavy dvoch lineárnych rovníc s dvomi neznámymi

Rovnicu tvaru ax + by = c, kde a ≠ 0 alebo b ≠ 0 nazývame lineárnou rovnicou s dvoma neznámymi x, y.
Dvojicu čísel x0 a y0 nazývame riešením vyššie uvedenej rovnice, ak platí: 

ax0 + by0 = c 

Rovnice tvaru :
ax + by = c, kde a ≠ 0 alebo b ≠ 0
dx + ey = f, kde d ≠ 0 alebo e ≠ 0

nazývame sústavou dvoch lineárnych rovníc s dvoma neznámymi x, y.
Dvojicu čísel x0 a y0 nazývame riešením vyššie uvedenej sústavy rovníc, ak platí: 

ax0 + by0 = c a zároveň dx0 + ey0 = f 

Pri riešení sústavy dvoch rovníc s dvoma neznámymi využívame 3 metódy:

1. dosadzovaciu (substitučnú) metódu;

2. sčítaciu (adičnú) metódu;

3. porovnávaciu (komparačnú) metódu.

Dosadzovacia (substitučná) metóda:

Táto metóda spočíva v tom, že z jednej rovnice si vyjadríme jednu neznámu a výraz, ktorý takto dostaneme, dosadíme za túto neznámu do druhej rovnice. 

Takto dostaneme rovnicu s jednou neznámou, ktorú vyriešime. Následne dosadením vypočítame i druhú neznámu. 

Ukážme si to radšej na jednoduchom príklade. 

Príklad 1:

Riešte sústavu rovníc

	2x - 3y = 
	5
	

	x - 2y = 
	1
	


s neznámymi x, y patriacimi do R (rálne čísla)

Riešenie:
Z prvej rovnice si vyjadríme napr. neznámu x: 

	2x - 3y = 
	5 
	/ +3y

	2x = 
	5 + 3y 
	/:2

	x = 
	[image: image94.png]N | O



+ [image: image95.png]


y
	


Výraz, ktorý sme získali dosadíme do druhej rovnice za neznámu x: 

[image: image96.png]N | O



+ [image: image97.png]


y - 2y = 1 

Získali sme lineárnu rovnicu s jednou neznámou, ktorú vyriešime: 

	[image: image98.png]N | O



+ [image: image99.png]


y - 2y = 
	1 
	/.2

	5 + 3y - 4y = 
	2
	

	5 - y = 
	2 
	/-5

	-y = 
	-3
	/·(-1)

	y = 
	3
	


Získanú neznámu dosadíme do upravenej 1. rovnice a vypočítame neznámu x: 

x = [image: image100.png]N | O



+ [image: image101.png]


. 3 = [image: image102.png]N | O



+ [image: image103.png]


= [image: image104.png]


= 7 

Skúšku správnosti robíme dosadením vypočítaných hodnôt neznámych do obidvoch rovníc: 

Ľ1 = 2 . 7 - 3 . 3 = 14 - 9 = 5
P1 = 5
Ľ1 = P1 

Ľ2 = 7 - 2 . 3 = 1
P2 = 1
Ľ2 = P2 

Riešením danej sústavy je usporiadaná dvojica [x; y] = [7; 3]. 

Spodná časť formulára

Sčítacia (adičná) metóda:

Táto metóda spočíva v tom, že každú rovnicu po úprave na základný tvar napr. 2x+3y=4 vhodne násobíme tak, aby po sčítaní oboch rovníc jedna neznáma „vypadla“. 

Takto dostaneme rovnicu s jednou neznámou, ktorú vyriešime. Pri „čistej“ sčítacej metóde to isté vykonáme i s druhou neznámou. V praxi je často využívaná kombinásia sčítacej a dosadzovacej metódy, čiže jednu neznámu určíme sčítacou metódou a druhú dosadením už známej hodnoty do niektorej z rovníc. 

I túto metódu si radšej ukážeme na konkrétnom príklade. 

Príklad 3:

Riešte sústavu rovníc

	2x - 3y = 
	5
	

	x - 2y = 
	1
	


s neznámymi x, y patriacimi do R.

Riešenie:
Chceme určiť napr. neznámu x, teda potrebujeme, aby „vypadla“ neznáma y. Násobíme teda prvú rovnicu číslom -2 a druhú rovnicu číslom 3. 

	2x - 3y = 
	5 
	/ · (-2)

	x - 2y = 
	1 
	/ · 3

	


	-4x + 6y = 
	-10 
	

	3x - 6y = 
	3 
	

	

	Teraz obe rovnice sčítame:

	-4x + 3x + 6y - 6y = 
	3 - 10 
	

	-x = 
	- 7 
	/ · (-1)

	x = 
	7 
	


Ak chceme kombinovať sčítaciu a dosadzovaciu metódu, tak hodnotu neznámej x, ktorú sme získali, dosadíme napr. do druhej rovnice za neznámu x: 

7 - 2y = 1 a z toho y = 3. 

Skúšku správnosti robíme dosadením vypočítaných hodnôt neznámych do obidvoch rovníc: 

Ľ1 = 2 . 7 - 3 . 3 = 14 - 9 = 5
P1 = 5
Ľ1 = P1 

Ľ2 = 7 - 2 . 3 = 1
P2 = 1
Ľ2 = P2 

Riešením danej sústavy je usporiadaná dvojica [x; y] = [7; 3]. 

Spodná časť formulára

Porovnávacia (komparačná) metóda:

Táto metóda spočíva v tom, že z oboch rovníc si vyjadríme tú istú neznámu. 

Získané výrazy porovnáme a tak dostaneme rovnicu s jednou neznámou, ktorú vyriešime. Následne dosadením vypočítame i druhú neznámu. 

Vypočítajme radšej jednoduchý príklad. 

Príklad 5:

Riešte sústavu rovníc

	2x - 3y = 
	5
	

	x - 2y = 
	1
	


s neznámymi x, y ∈ R.

Riešenie:
Z prvej rovnice si vyjadríme napr. neznámu x: 

	2x - 3y = 
	5 
	/ +3y

	2x = 
	5 + 3y 
	/:2

	x = 
	[image: image105.png]N | O



+ [image: image106.png]


y
	


Z druhej rovnice si vyjadríme tiež neznámu x: 

	x - 2y = 
	1 
	/ +2y

	x = 
	1 + 2y 
	


Keďže sa rovnajú ľavé strany oboch rovníc, tak sa rovnajú i pravé strany týchto rovníc, takže vytvoríme rovnicu P1=P2, ktorú vyriešime: 

	1 + 2y = 
	[image: image107.png]N | O



+ [image: image108.png]


y
	/ · 2

	2 + 4y = 
	5 + 3y
	/ - 2 - 3y

	y = 
	3
	


Získanú hodnotu premennej y dosadíme napr. do upravenej druhej rovnice: 

x = 1 + 2 · 3 = 7 

Skúšku správnosti robíme dosadením vypočítaných hodnôt neznámych do obidvoch rovníc podobne ako v príklade 1 a 3. 

Riešením danej sústavy je usporiadaná dvojica [x; y] = [7; 3]. 

